Uitwerkingen Tentamen Mathematische Statistiek (25990/2WS05)
vrijdag 23 maart 2007, 14.00-17.00 uur.

De notatie voor quantielen van de y?-verdeling volgt de conventie P(y? < X%;a) = a.

1. (a) Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het verschil in gemiddelde wordt gegeven
door

1,2

)
1’—5 + 20 — —2,94+1,96.0,4 = —2,940,784 = (—3,684, —2,116).

T1—T21t20,025

(b) Aangezien de fabrikant aan wil tonen dat de tweede soort een hoger octaangehal-
te heeft, moet deze uitspraak als alternatieve hypothese genomen worden. We
nemen dus Hy : g1 = pg en Hy @ uy > ps. De toetsingsgrootheid is T =

(T1 —T2)/+/ 11—5‘? + 125 met als kritiek gebied T' < —zp,05 = —1,645. Invullen van de

gegevens leid tot T'= —2,9/0,4 = —7,25, dus we moeten Hy verwerpen. Conclu-
sie: de tweede soort heeft een hoger octaangehalte.

2. (a) Voor de likelihood geldt

“1 1 n e
flxr, ... zp;0) = H 56_%“ = e DT = et 1 =g(® 0)h(z1, ..., 7).
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=1

Uit het factorisatiecriterium volgt nu dat X een voldoende steekproefgrootheid is.

(b) De loglikelihood is gelijk aan —n log 6 — ”T?, dus de afgeleide van de loglikelihood is

gelijk aan —n/f —nZ. — 0~ 2. Afgeleide gelijk aan nul stellen suggereert dat h=X.
Om aan te tonen dat dit inderdaad een maximum is, is het voldoende om op te
merken dat n/6? —nz? /63, de tweede afgeleide van de loglikelihood, geévalueerd in
0 = T gelijk is aan —n/ZT? < 0 of om op te merken dat de eerste afgeleide positief
is voor 6 < T en negatief voor 6§ > 7.

(c) Aangezien 6 de verwachting is van X; (1 < ¢ < n), geldt dat E(X) = 6. Uit de
voldoendheid van X en de volledigheid van de klasse van exponentiéle verdelingen
volgt met het lemma van Lehmann-Scheffé dat X een zuivere schatter is voor 6 met
minimale variantie. Alternatief: Var(X) = 62/n, wat gelijk is aan de ondergrens
van Cramér-Rao.

(d) Uit het invariantieprincipe (lemma van Zehna) volgt dat 1/X een Maximum Like-
lihoodschatter is voor 1/6.

(e) Merk eerst op dat nX een Gammaverdeling heeft met parameters n en 6. Gebruik
maken van de formule voor de dichtheid van de Gammaverdeling en de definitie
van de Gammafunctie (zie Statistisch Compendium, inleiding hoofdstuk 3) volgt
nu dat

n—1 ol | o 1 _nxnflefz/e
E<n7> _ (n—1)/0 Efmg(:v)dx:(n—l)/o e
I'(n

= (”‘Dﬁ% /Ooofn—l,e(iﬂ)d:c: — :%,
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Aangezien X ook een voldoende schatter is ‘voor 1/6, volgt net als bij (c) uit het
lemma van Lehmann-Scheffé dat (n —1)/(n X) een zuivere schatter met minimale
variantie (UMVU schatter) is voor 1/6.

2
VarX = o (ne?) = 2

n

De berekening van Var (n — 1)/(n X) volgt hetzelfde patroon als bij e). We bere-
kenen eerst het tweede moment (stilzwijgend nemen we aan dat n > 3):

n—1\2 *1 gl ema/0
E — = —1 2 I/ b L —
() = oo [ Ty
'n—-3)1 [ n—11
_ I B VA S _ il
= (n—1) Ty o2 /0 fn—20(x)dz N

Hieruit volgt dat

n—1 n—1\° n—1\*> n-11 1 1
V = - E — - E pr— == _——— =
ar(nX) (nX> ( nX) n-202 7 (n-2)6
De parametrisering met % e /% ip.v. 8 e heeft dus een lichte voorkeur vanwege
de iets kleinere variantie.

(a) Merk eerst op dat YV = 2321 X; Poisson verdeeld is met parameter 10\. Het
significantieniveau is de kans dat onder Hy de toetsingsgrootheid in het kritieke
gebied valt, dus

10
P(Z Xi23\/\:0,1> =1-P(Y <2|Y ~ Poi(1)) =1 —0,9197 = 0,0803.
=1

(b) Het onderscheidingsvermogen is de kans dat onder de alternatieve hypothese, de
toetsingsgrootheid in het kritieke gebied valt:

10
P(Z Xi23\>\:0,5> =1-P(Y <2|Y ~Poi(5)) =1 — 0,1247 = 0, 8753.
=1

(c) We maken gebruik van het lemma van Neyman-Pearson.

Hlol e_AOA_gf 10
)\(1'17 o210, Ao = 0,1, A1 =0, 5) = 17—;\0;1 = 610(075_071) 57 Zui=1 T
H101 e~ ML

i= x;!

De toets met als kritiek gebied A(z1,...,x10, A0 = 0,1,\; = 0,5) < k is equivalent
met een toets van de vorm Zgl x; > k*. Hieruit volgt het gevraagde.

(d) Omdat volgens d) toetsen met kritiek gebied van de vorm 2}21 x; > k* optimaal
zijn voor Hy : A = 0,1 tegen Hy : A = 0,5 en in de afleiding alleen maar gebruikt
is dat 0,5 > 0,1, volgt dat deze toetsen optimaal zijn voor Hy : A = 0,1 tegen
Hi:)A>0,1.
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4. (alleen voor 2S990)

(a) De gevraagde ondergrens wordt gegeven door de ondergrens van Cramér en Rao.
In de laatste integralen gebruiken we de substitutie y = tanu, dy = 1/ cos?(u) du,

1+ 92 =1/cos?(u) en partiéle integratie:
22X -0 1%
1+ (X —0)

o 1 2\~ 1
< ELE +<X—0>2>D - E<E

- ([
T ©° 2 -1

- R(/_oo <1fy2)3 dy) 1
T e 2 B

- R(/w <1+yy2>3dy>

/2 -1
/ sin?(u) cos?(u) du
—7/2

w/2 -1
/ sin(u) (sin(u) cos %(u)) dy)

3 . 3 w/2 /2 4 o
= ([— sin(u) cos (u)]_w2 —I—/ cos™ (u) du)
+

—7/2
/2 -1
/ cos*(u) du
—7/2

De trigonometrische formule cos?(u) = %(1 + cos(2u)) levert nu dat de laatste

integraal overgaat in
-1

3 /”/2 (1 + cos(2u))? P 3

R - @@= ‘77 U f— R

4n —7/2 4 n

—1
-3 <7r +0 + COSQ(Q’U,) du>
nmw

—7/2

-1
3m
= — (n—i— /ﬂ/2(1+cos(4u))d >

3 1 -1 9

n

—1
[1+ 2cos(2u) + cos (Zu)] du)

(b) De asymptotische verdeling van een Maximum-Likelihoodschatter is een normale
verdeling met als verwachting 6 en variantie de ondergrens van Cramér-Rao. In
dit geval is de asymptotische verdeling dus een N (6, 2/n)-verdeling.

5. (alleen voor 2WS05)
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(a) De formule is » ", %

(b) Het is duidelijk dat de toetsingsgrootheid T niet-negatief is. Verder geldt onder H
dat E(X;) = n/k, dus onder Hy verwachten we kleine waarden. Dit leidt tot een
eenzijdig kritiek gebied van de vorm T' > ¢. Uit het gegeven dat T' (bij benadering)
x? verdeeld is met n — k — 1 vrijheidsgraden, volgt dat het kritieke gebied gegeven
wordt door T' > X?L—k—‘rl;l—a'

De notatie voor quantielen van de x2-verdeling volgt de conventie P(y2 < X?w) = a.
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